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Desigualdades 

Desigualdad entre medias 

 Sean 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+: 

𝑛

1
𝑥1

+ ⋯ +
1

𝑥𝑛

≤ √𝑥1 … 𝑥𝑛
𝑛 ≤  

𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛
≤  √

𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2

𝑛
  

 Dándose la igualdad para 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛. 

 

Desigualdad de reordenamiento 

Sean {𝑎𝑖}𝑖=1
𝑛 ,  {𝑏𝑖}𝑖=1

𝑛  dos sucesiones crecientes de números reales. Entonces, 

∀ 𝜎(𝑎1
′ , … , 𝑎𝑛

′ ) permutación de {𝑎𝑖}𝑖=1
𝑛 , tenemos la desigualdad siguiente: 

𝑎1𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥  𝑎1
′ 𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛

′ 𝑏𝑛 ≥ 𝑎1𝑏𝑛 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏1 

 

Desigualdad de Jensen 

Sea 𝑓: 𝐼 →  ℝ convexa en [𝑎, 𝑏]. Entonces, ∀ 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏], ∀ 𝑡1 , … , 𝑡𝑛 ∈ [0,1] tales 

que ∑ 𝑡𝑖 = 1𝑛
𝑖=1  se tiene la siguiente desigualdad: 

𝑓(𝑡1𝑥1 + ⋯ + 𝑡𝑛𝑥𝑛) ≤  𝑡1𝑓(𝑥1) + ⋯ + 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑛) 

 

Desigualdad de Cauchy-Schwarz 

Sean 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛 ∈ ℝ se tiene la desigualdad: 

(∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

≤ (∑ 𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) 

 

Desigualdad de Chebyshev 

Sean {𝑎𝑖}𝑖=1
𝑛 , {𝑏𝑖}𝑖=1

𝑛  dos sucesiones de números reales. Si ambas están ordenadas de 

la misma forma (ambas crecientemente o ambas decrecientemente): 

𝑎1𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛

𝑛
≥ (

𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
) (

𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑛

𝑛
)  

En caso de que estén ordenadas de manera contraria, la desigualdad se invierte. 



Problemas: 

1. Halla el mínimo de 
𝑠𝑒𝑛3𝑥

cos 𝑥
+

𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
 para 0 < 𝑥 <

𝜋

2
. 

2. Sean 𝑥1, … , 𝑥𝑛 números naturales distintos. Demuestra que: 

𝑥1

12
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛2
≥

1

1
+ ⋯ +

1

𝑛
 

3. Sean 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+. Probar que: 

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 ≥ (𝑎𝑏𝑐)
𝑎+𝑏+𝑐

3  

4. Sean 𝑥, 𝑦 > 0 tales que 𝑥 + 𝑦 = 1. Demuestra que: 

(𝑥 +
1

𝑥
)

2

+ (𝑦 +
1

𝑦
)

2

≥  
25

2
 

5. Sean 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+ tales que 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1. Probar la siguiente desigualdad: 

𝑥1

√1 − 𝑥1

+ ⋯ +
𝑥𝑛

√1 − 𝑥𝑛

≥ √
𝑛

𝑛 − 1
 

6. Sean 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+.  

 a) Demuestra la desigualdad: 

log (
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≥
1

𝑛
log (∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

 b) Deduce del resultado del apartado a), la desigualdad entre las medias 

 aritmética y geométrica: 

√𝑥1 … 𝑥𝑛
𝑛 ≤  

𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛
 

7. Sean 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 tales que 𝑎𝑏𝑐 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎. Demuestra que: 

𝑎𝑏𝑐 ≥ 3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

8. Sean 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, con 𝑥, 𝑦 > 0. Demuestra que es cierta la siguiente desigualdad: 

𝑎2

𝑥
+

𝑏2

𝑦
≥

(𝑎 + 𝑏)2

𝑥 + 𝑦
 

9. Sean 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+ tales que suman 1. Probar que: 

(𝑎𝑎2+2𝑐𝑎)(𝑏𝑏2+2𝑎𝑏)(𝑐𝑐2+2𝑏𝑐) ≥
1

3
 

 



10. Probar que ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ+ se cumple la siguiente desigualdad: 

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑎
≥

𝑐 + 𝑎

𝑐 + 𝑏
+

𝑎 + 𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑏 + 𝑐

𝑏 + 𝑎
 

Para consultar más problemas o profundizar en teoría recomiendo Estudio y discusión 

sobre problemas de olimpiada. Desigualdades. (Iván Valero Terrón). 


